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Erweiterung der Siebkettentheorie. 


Von 


M. J. 0. Strutt, Eindhoven (Holland), 
Natuurkundig Laboratorium der N. V. Philips’ Gloeilampenfabrieken. 
(Eingegangen am 25. November 1931.) 


Inhalt: Es wird die Wellenfortpflanzung auf Leitungen mit periodischer Struktur algemein 
behandelt und gezeigt, daß die erhaltene Formel als Sonderfälle die Formeln der Kettenleitertheorie 
enthält, sobald man annimmt: 

a) es kommen nur konzentrierte Selbstinduktion und Kapazität vor, 

b) die Maschen der periodischen Leitung sind klein gegen die Wellenlänge auf der Leitung. 

Der wesentliche Unterschied zwischen einem Siebe mit endlichen Maschen, gemessen an der 
Wellenlänge, und mit verteilter oder auch nur teilweise konzentrierter Selbstinduktion und 
Kapazität gegenüber einem solchen mit unendlich kleinen Maschen und konzentrierten Konstanten 
ist, daß im ersten Falle als Funktion der Frequenz stets eine unendliche Folge von durch- 
lässigen und undurchlässigen Bereichen vorhanden ist gegenüber einer beschränkten Anzahl 
im zweiten Falle. 


Eine unendlich lange Siebkette ist eine Leitung mit periodischer Struktur. 
Durch eine allgemeine Betrachtung der Wellenfortpflanzung in solchen Leitungen 
müssen also die bekannten Siebkettenformeln als Sonderfälle hervorgehen. 

Hierüber hinaus muß aber diese allgemeine Betrachtung auch Eigenschaften 
der Kettenleiter zutage fördern, die bisher, durch Rechnung mit konzentrierter 
Selbstinduktion und Kapazität, nicht ermittelt werden konnten. 

Diese Eigenschaften treten bei niederen Frequenzen im allgemeinen den 
bekannten gegenüber wenig in die Erscheinung. Erst bei Hochfrequenz spielen sie 
eine wesentliche Rolle und verursachen ein ganz neues Verhalten der Wellensiebe. 


I. Die allgemeine Telegraphengleichung. 

Die Telegraphengleichung in ihrer bekannten, einfachsten Form kann durch 
Betrachtung von Leitungen mit periodisch verteilten Konstanten nur zum Ketten- 
leiter mit niedrigem Durchlaßbereich führen, denn diese Telegraphengleichung 
enthält nur Selbstinduktion in ‚Serie und Kapazität parallel mit den Einzelleitern. 

Um von der Telegraphengleichung aus einen neuen Zugang zur Siebketten- 
theorie zu schaffen, muß sie erst in der Weise erweitert werden, daß auch verteilte 
Selbstinduktion parallel und verteilte Kapazität in Serie mit den Einzelleitern in 
Betracht gezogen werden. Erst dann gelingt es, sowohl Kettenleiter mit niedrigem 
als mit hohem Durchlaßbereich und Siebketten erster sowie zweiter Art als Spezial- 
fälle dieser allgemeinen Leitungsbetrachtung hervortreten zu lassen. 

Die Selbstinduktion Ls und Kapazität parallel Cp mit den Einzelleitern haben 
bzw. die Dimension (Henry-cm-!) und (Farad - cm-!). Die Selbstinduktion parallel 
Lp und Kapazität in Serie Cs mit den Einzelleitern dagegen bzw. die Dimension 
(Henry cm) und (Farad em). Die — einer Doppelleitung mit diesen Kon- 


stanten lauten: d Ep 
© g L a fh di (1) 
êh c, 2E 
02 C? 0: 5 JE di 


Hier sind /, und E, bzw. Strom und on während z parallel zur Längs- 
richtung der Leitung gemessen wird. 

Diese Gleichungen ergeben, wenn ein mit der Zeit rein periodisch verlaufender 
Vorgang der Kreisfrequenz œ angenommen wird, während die Strom- und Spannung- 
amplituden bzw. $ und E genannt werden, die nachfolgenden allgemeinen 
Telegraphengleichungen: 
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y begees), » 


und dieselbe Gleichung für E. Die Telegraphengleichung in der geläufigen Form geht 
sofort hervor mit Cs = Lp = œ Leitungsverluste lassen wir als unwesentlich fort. 


II. Leitungen periodischer Struktur. 

Wir betrachten nun Leitungen, deren Konstanten in (1) periodisch entlang 
der Länge verteilt sind, etwa so, daß sie nach einer Länge (Periode) a + b wieder 
die gleichen Werte erhalten. In diesem Fall entsteht eine Differentialgleichung mit 
periodischem Koeffizienten, vom Hillschen Typus. Man kann beweisen, daß eine 
Lösung von (2) die Gestalt: 

F= eter Ø (+ 2) 

hat, wo u ein von z unabhängiger Exponent, ® eine periodische Funktion von 2 
der Periode a + b ist. Offenbar kommt es uns hier auf die Berechnung von u an. 
Kennen wir diesen charakteristischen Exponenten u, so ist das Verhalten 
unserer Leitung als Funktion der Frequenz erschlossen. Einem rein imaginären u 
entspricht eine durchlässige Leitung, einem komplexen u eine undurchlässige. Das 
Vorzeichen von a ist dabei unwesentlich; das eine entspricht fortschreitenden, das 
andere rücklaufenden Wellen. Unter Beschränkung auf unendlich langer Leitung, 
und nur fortschreitenden Wellen, wählen wir das Vorzeichen so, daß bei komplexem 
u ein in der + z»-Richtung gedämpfter Wellenzug entsteht. 

Um die Berechnung von u explizit durchzuführen, müssen wir über die periodische 
Struktur unserer Leitung irgendeine, möglichst einfache Annahme machen. Wir 
wählen: 
für —aS2=0: 


für 0Sz2Sb: 


d. h. die Konstanten sollen absatzweise veränderlich sein. 

Der Strom / in (2) genügt an den Sprungstellen der Leitungskoeffizienten 
gewissen Bedingungen, die wir anschreiben müssen, bevor mit der Berechnung von 
u angefangen wird. 

Erstens muß der Strom /, selber stetig sein an den Sprungstellen. Zweitens 
muß die Spannung E, stetig durch diese Stellen hindurchgehen, woraus unter Heran- 


ziehung der zweiten Gleichung (1) die Unstetigkeitsbedingung für n folgt. Be- 


zeichnen wir die zwei Intervalle in der oben benutzten Reihenfolge mit (7) und (ID, 
so lauten also die Übergangsbedingungen zwischen / und /T: 


Fır = Fu 


— l a 
ee, a 
dgjīi 1 ac da Jır 


wo die Zeiger bei den L und C andeuten sollen, zu welchem Intervall sie gehören. 


Ill. Berechnung des Dämpfungskoeffizienten der Leitung. 


Die Berechnung von u und damit des Verhaltens unserer Leitung ist jetzt eine 
elementar zu bewältigende Aufgabe. 


1 Vgl. Verfasser, Der charakteristische Exponent der Hillschen Differentialgleichung, 
Math. Ann., 101, 1929. 
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In den Intervallen Z und // lautet die Lösung von (2) bzw.: 
F = yı sin 4 z + ya cos A z 
und F = yasin B z + y, cos B g, 
Wo YYaYs Ya vorläufig unbestimmte Konstante sind. Die zwei Bedingungen (3), 
zusammen mit 


Teana =E CHA Juny = o t Fety 
aF gier 
däh=—-% da Jz=b? 


bilden vier lineare homogene Gleichungen, woraus die Konstante y4 Ys Ysy, bis auf 
einen gemeinschaftlichen, beliebigen Faktor bestimmt werden können. Die Bedingung 
für die Lösbarkeit dieser homogenen Gleichungen schreibt sich am einfachsten in 
der Form einer Determinantengleichung, aus der zugleich unser Multiplikator 

o = et +b) 
hervorgeht und somit der gewünschte Exponent u. Mit der Abkürzung: 


Be w? CpI En 
ee 
Lpr 
schreibt sich diese Determinantengleichung für o: 
| cos Aa — sin Aa — o cos Bb — o sin Bb 
| Asin Aa Acos Aa — B sinB b — -7B cos Bb go 
0 A 0 — kB 
| 1 0 — 1 0 
Durch die Schreibweise: 
(a+b) —(a+b)u —1 
Sof (a | =! ur = 27 , 
erhält man die allgemeine Siebgleichung: 
Cof u (a + b) = cos Aa cos Bb _ + sg) -sin Aa*sin Bb. (4) 


Diese Gleichung gibt uns den charakteristischen Exponenten u. Wir brauchen 
sie nur in allen Sonderfällen zu diskutieren, um zu den bekannten Gleichungen der 
Siebkettentheorie zu gelangen. Darüber hinaus enthält sie aber neue, in der bis- 
herigen Theorie nicht zum Ausdruck gekommene Siebeffekte, wie wir gleich sehen 
werden. 


IV. Kettenleiter mit niedrigem und hohem Durchlaßbereich; 
Siebketten erster und zweiter Art. 

Ich werde zeigen, daß die bekannten Formeln für diese vier Kettenleitertypen 
aus (4) hervorgehen, wenn man annimmt: 

a) die Leitung enthält streckenweise nur Kapazität bzw. nur Selbstinduktion; 

b) die Maschenweite (Periode) der Leitung ist sehr klein gegenüber der Wellen- 
länge, auf der Leitung gemessen, d. h. a A und b B sehr klein gegen eins. 

Es ist auch durch andere Annahmen möglich, von (4) aus zur Siebkettentheorie 
zu gelangen. Doch erschienen diese die natürlichsten. 

Der Einfachheit halber machen wir die zwei oben in jeder Leitungsperiode 
betrachteten Absätze gleich lang: 

a=b. 
Für Kettenleiter mit niedrigem Durchlaßbereich setzen wir: 
im Intervall J: Cs = œ; Lp = œ; be Cp = £C; ayLsCp = 5; 


wo 


im Intervall II: C= œ; Lp= œ; L= eL; G= t; ayLG=%. 


O0 
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Hierdurch schreibt sich (4) für &>o. 
l/a\® 17 
Sf2aun—l zl L = VE, 


u) 


die bekannte Gleichung für diese Kettenleiter (Bild 1). 
Bei Kettenleitern mit hohem Durchlaßbereich setzen wir: 


im Intervall 7: „=0: G=0; bh=el; C=; -2 = sm, 
€ VLpCs 
im Intervall J: Ls= 0; Cp=0; Ge; C= el: 


= €. 
VLpCs . 


Bild 1. Bild 2. 


Hierdurch wird (4) für &>o: 
" l/o. I T ; 
Cj2ay=1 a) ; $= EC (Bild 2), 
was bekanntlich diese Kettenleiter beschreibt. 
Siebketten erster Art gehen aus (4) hervor durch den Ansatz: 


\1 
im Intervall I: L= œ; C= tc; Lb=Z; Cp=€C; Aa=e( 2 JE 
2 


2? @g 


im Intervall II: L= œ; =; L=elL; a Ba=e(-2+5 
€ E £ w 


’ 
1 
L 
Si 
0 


denn hierdurch schreibt sich (4) für eo: 


a 1 c I/o\: 1 A x 
Gj2an=1 +525 (2); Z= VIC (Bil 3), 
die bekannte Formel für diese Siebe. 


c L e L 
ce l C e 
Bild 3, Bild 4. 


Siebketten zweiter Art entstehen durch den Ansatz: 


im Intervall 7: = œ ; Ls=eL; L,=el; Cp = z Aa=e| = + =) 


1 
im Intervall J: Cs = œ; L=#; Be i: C=C; Ba=s( SR %5) 


denn hierdurch wird (4) mit eo: 
z IL 1 : 1 r : 
Cf2au=14 44 (2); „,— VEE (Bild 4), 


was bekanntlich diesen Siebtypus darstellt, 


V. Wellensiebe mit verteilten Konstanten und Maschen, vergleichbar 
mit der Wellenlänge auf der Leitung. 
Um das Verhalten dieser Wellensiebe im allgemeinsten Umfang, das ganz durch 
(4) beschrieben wird, einzusehen, ist eine numerische Diskussion dieser „Sieb- 
gleichung‘‘ unerläßlich, 


Der Einfachheit halber beschränken wir uns dabei, wie im vorigen Abschnitt, 
auf den Fall a=b 
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also gleicher Siebmaschen. Die Diskussion dieses Falles wird alle wesentlichen Züge 
unserer Wellensiebe zutage fördern. 
Der Dämpfungskoeffizient u hängt dann lediglich von drei Größen ab: 


— l A 
p= Gut“ nn 
2 
Ta + o?’ CpI 
l 
el gat o Ler) (T o? Cpr); 
p=” eL Ra, ) 1l tel ) 
u? CsI e Lpir 
Cof 2a = cosa cosp — y (k E + %)-sina-sink. (4a) 


Von vornherein können diese Größen sowohl negativ als positiv sein. Es ist 
zweckmäßig, Landkarten zu zeichnen, jeweils zu einem festen k gehörig, mit œ und ß 
als rechtwinkelige Koordinaten, in denen die Grenzen zwischen den Gebieten mit 
imaginärem a (Durchlaßbereiche) und komplexem u (Schluckbereiche) eingetragen 
sind. Eventuell könnten in den zuletztgenannten Gebieten noch Höhenlinien mit 
dem reellen Teil von u als Parameter gezogen werden, wodurch sofort zu ersehen 
wäre, wie gut das Aussieben der zu diesen Bereichen gehörigen Frequenzen statt- 
findet. Wir werden uns aber mit dem Verlauf der zuerst genannten Grenzlinien 
begnügen und im nächsten Abschnitt an einem Zahlenbeispiel sehen, wie stark in 
den Bereichen mit komplexem u die Undurchlässigkeit ist. 


Die Gleichung (4a) wurde für den á 
Sonderfall k = 1 und Positive a? und £? ya 
bereits von E. Meißner studiert?. 
Wir werden hier die Fälle 3X 
k=0;k=toœo;k=l1 
2r 
e 
” 
oV-7 & 
z OKA aA U 3 m 7” 
Z F æ 
L_ 
Var Je 
Bild 5. Bild 6. 


betrachten und geben für jeden dieser Fälle ein Diagramm, worin die schraffierten 
Gebiete zu Durchlaßgebieten und die weiß gelassenen zu undurchlässigen 
Bereichen gehören. 

a) k=0 oder tœ. 

Für diese drei Fälle erhält man ein und dasselbe Diagramm (Bild 5). Die Durch- 
laßgebiete ziehen sich hier auf Linien zusammen, die für reelle œ und £ ein Netz, für 
reelles & und imaginäres $ bzw. reelles $ und imaginäres « eine Streifenfigur bilden. 
Sind œ und £ beide imaginär, so ist der Leiter für alle Frequenzen undurchlässig. 

1 Schweizer Bauzeitung, 1918, S. 95. 
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b) k= +1. 

Das zu diesem Falle gehörige Bild 6 ist eine Erweiterung des oben erwähnten 
Bildes von. E. Meißner, der in der vorliegenden Bezeichnungsweise nur reelles œ 
und f, also den ersten Quadranten unseres Bildes betrachtete. Wie zu sehen, werden 
im zweiten und vierten Quadranten die Durchlaßgebiete sehr schmal, während im 
dritten, wie im oben behandelten Fall (a) gar keine Wellen durchgelassen werden. 

Der wesentliche Unterschied zwischen einem Siebe mit endlichen Maschen, 
gemessen an der Wellenlänge und mit verteilter oder auch nur teilweise kon- 
zentrierter Selbstinduktion und Kapazität gegenüber einem solchen mit unendlich 
kleinen Maschen und konzentrierten Konstanten ist, daß im ersten Falle stets eine 
unendliche Folge von durchlässigen und undurchlässigen Bereichen vorhanden 
ist, gegenüber einer beschränkten Anzahl im zweiten Falle, 


VI. Beispiel für die Siebwirkung einer Leitung periodischer Struktur. 

Die vorliegende Untersuchung wurde unternommen, als es sich als schwierig 
herausstellte, befriedigend arbeitende Siebe für ungedämpfte Wellen unter Im 
Wellenlänge zu bauen. 

Deshalb werde ich als Zahlenbeispiel zu den obigen Formeln einen derartigen 
Fall wählen und zwar ein Wellensieb mit niedrigem Durchlaßbereich. 

Wieder gehen wir von (4a) aus, mit 

L= L= o; a=b, 

also: 


Gof 2a u = cos (a w YLsr Cor) cos (a œ y Ls rr Cpr) 


f 


1 (Cprr VEs Cpr , Cpr yLsI Cpi ) 
al Cpr VLstCpI Cost VLstI Con] 
meaa ia a Con) 

Bekanntlich pflanzen sich elektromagnetische Wellen auf Drähten mit einer 
Geschwindigkeit, praktisch gleich dem des Lichtes fort: 
SE es, 
YLsr Cpr2 YLsn Cpu 2- 


Unter Berücksichtigung von 


© _ 2z 


v a? 
mit A die Wellenlänge auf den Drähten, schreibt 
sich demnach die Siebgleichung: 


g ' I Cpr , CpI . 2ma\? 
Cof2au |1- (14 3 Cor +5) (sin ) 


BEE S A E GER ER 


| 
04 06 08 10 12 18 16 18 20 22 34 36 
EA 


mit 
A Cprr = 4 Cpr 
Bild 7. und y= ein, 


wo l die Länge der betrachteten Leitung darstellt, findet man für / = 2a, also eine 
Leitung mit einer Masche die Dämpfung y in Abhängigkeit von a/4, also von der 
Wellenlänge, aus Bild 7. 

Wie ersichtlich, folgen periodisch durchlässige und undurchlässige Intervalle 
aufeinander, während in den zuletztgenannten schon eine sehr gute Dämpfung vor- 
handen ist. 

Zum Schluß möchte ich erwähnen, daß die strenge Gültigkeit der hier 
entwickelten Theorie an die Gültigkeit der Telegraphengleichung überhaupt für 
Leitungen endlicher Länge gebunden ist. Über den hierbei begangenen Fehler, 
d. h. über den Geltungsbereich der Telegraphengleichung hoffe ich noch 


näheres mitzuteilen. 
Eindhoven, März 1929. 
N. V. Philips, Gloeilampenfabrieken. 


